DIVERGENCE ET PARALLELISME DES RAYONS 
D'ETIREMENT CYLINDRIQUES 



GUILLAUME THERET 



Abstract. A cylindrical stretch line is a stretch line, in the sense of Thurston, 
whose horocyclic lamination is a weighted multicurve. In this paper, we show 
that two correctly parameterized cylindrical lines are parallel if and only if 
these lines converge towards the same point in Thurston's boundary of Te- 
ichmiiller space. 



1. Introduction 

Fixons une surface fermee orientable S de genre fini superieur ou egal a deux. 
Notons T(£) l'espace de Teichmuller associe a la surface £. Dans cet article, nous 
munissons T(E) de la metrique asymetrique de Thurston dq-. Cette metrique est 
donnee par la formule 

^(5, ft) = log sup y-p-v, 

ou AiC(E) designe l'espace des laminations geodesiques mesurees et ih{a) designe la 
longueur de la lamination geodesique mesuree a pour la classe d'isotopie h £ 7"(E) 
de metriques hyperboliques. L'adjectif "asymetrique" insiste sur le fait qu'il existe 
des points g, h de T(E) pour lesquels dr(g, h) ^ dr{h,g). 

Une ligne d'etirement de Thurston est une geodesique orientee 1 1— > h t de l'espace 
de Teichmuller pour la metrique de Thurston, c'est-a-dire que Ton a, pour tout 
s < t, 

dribs, h t ) =t - s. 

Dans cet article, toutes les parametrisations seront positives (i.e., preserveront 
l'orientation) et par la longueur d'arc. 

Une ligne d'etirement est determinee par deux laminations geodesiques, l'une 
etant complete, appelee le support de la ligne d'etirement et generalement notee fj,, 
et l'autre etant la classe projective d'une lamination mesuree totalement transverse 
a n, appelee la direction de la ligne d'etirement. La souche d'une ligne d'etirement 
est la sous-lamination du support de la ligne qui possede une mesure transverse de 
support total et qui est maximale au sens de l'inclusion. 

Une multicourbe est une reunion de courbes simples fermees disjointes. La 
donnee d'une mesure transverse sur une multicourbe est equivalente a la donnee 
d'une ponderation positive des composantes de cette multicourbe. 
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Dans cet article, nous imposerons aux supports des lignes d'etirement d'etre des 
laminations recurrentes par chaines, c'est-a-dire limites de multicourbes pour 
la topologie de Hausdorff. 

On dira d'une ligne d'etirement qu'elle est cylindrique si sa direction est la 
classe projective d'une multicourbe ponderee. 

Nous dirons de deux lignes d'etirement t i— ► gt, t i— > ht, qu'elles divergent si 
les distances dT(gt,h t ) et dT{h t ,gt) tendent vers 1'infini lorsque t tend vers +00. 
Enfin, nous dirons de ces lignes qu'elles sont paralleles si, quittc a changer la 
parametrisation, les distances precedentes restent bornees pour t assez grand (nous 
verrons un peu plus loin que la possibilite de changement de parametrisation dans 
ccttc definition est importante, contrairement au cas des metriques symetriques) . 

Le but de ce papier est de d'etablir le resultat suivant. 

Theoreme. Deux lignes d'etirement cylindriques, de supports recurrents par chaines, 
sont paralleles si et seulement si elles ont meme direction. 

Nous demontrerons en fait quelque chose d'un peu plus precis, a savoir, que deux 
lignes d'etirement cylindriques non paralleles divergent, quitte a les reparametrer. 

Notre resultat est en contraste avec la situation oil l'espace de Teichmiiller est 
muni de la metrique de Teichmiiller. Dans ce cas, H. Masur [2] a montre l'existence 
de lignes d'etirement de Teichmiiller cylindriques (dites de Jenkins-Strebel dans ce 
contexte) dirigees par des classes projectives distinctes mais neanmoins paralleles. 

Le fait qu'il faille eventucllcmcnt changer la parametrisation des lignes d'etirement 
vient du resultat suivant, qui sera demontre dans cet article. 

Theoreme. Soit t <—> h t une ligne d'etirement cylindrique de support recurrent par 
chaines. Pour tout nombre strictement positif c. on a 

Vt, dr(ht,h t + c ) = c, et lim d r {h t+c ,h t ) = 00. 

t — >oo 

En effet, ce resultat montre que si Ton ne prend pas garde a reparametrer la 
ligne, deux lignes d'etirement dont les images coincident pourraient ne pas etre 
paralleles. Notez que deux lignes d'etirement divergentes ne sont pas paralleles. 

2. Preliminaires 

Nous rappelons ici tres succintement la construction des lignes d'etirement de 
Thurston [6]. 

Fixons une lamination geodesique complete fj, ainsi qu'une metrique hyperbolique 
h sur S. Chaque composante de S \ [i est l'interieur d'un triangle ideal. On con- 
struit d'abord un feuilletage partiel de l'interieur de chaque triangle ideal de S \ [i. 
Les feuilles de ce feuilletage partiel sont des arcs d'horocycles centres aux sommcts 
du triangle. Le feuilletage est invariant par la symetrie d'ordre 3 de chaque tri- 
angle. Une region triangulaire bordee par 3 arcs d'horocycles de longueur 1 reste 
non-feuilletee. On etend ensuite par continuite ce feuilletage partiel defini sur S \ [i 
en un feuilletage partiel sur S. II y a alors exactement une region non-feuilletee 
par triangle ideal de fi. On munit ce feuilletage partiel d'une mesure transverse en 
decretant que la mesure d'un arc compact transverse est la longueur de sa projection 
le long des feuilles du feuilletage partiel sur une feuille de [i. On note ce feuilletage 
partiel mesure F^ih) et on l'appelle le feuilletage horocyclique associe a /1 et h. 
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La classe, au sens des feuilletages mesures, du feuilletage horocyclique est notee de 
la meme fagon. 

W. Thurston a montre que la construction precedente, 

F„ : T(S)^7W^(S), h^F^h), 

est un homeomorphisme sur son image. Cette image est constitute, dans le cas des 
surfaces fermees, des classes de feuilletages mesures transverses a /U. 

La ligne d'etirement de support ll et passant par h € est la courbe 

t~h t = F- 1 {e t F li (h)), 

ou t varie dans K et oil la notation e t F Pi (h) signifie que Ton a multiplic la mesure 
transverse du feuilletage horocyclique F^{h) par e*. Notez que, par definition, 

h = het F^ht) = e l F^h). 

L'image, par l'application F^, de la ligne d'etirement passant par h et de support \i 
est l'ensemble {e t F ll (h) : tel}. Tous les points d'une ligne detirement dcfinisscnt 
des feuilletages horocycliques qui appartiennent a la meme classe projective, qu'on 
appelle la direction dc la ligne d'etirement. Ainsi, une ligne d'etirement, commc 
sous-ensemble de T(E), est determinee par son support et sa direction. 

Dans la suite, nous parlerons egalement de la lamination horocyclique X^(h) 
qui n'est rien d'autre que la lamination geodesique mesuree associee au feuilletage 
horocyclique F^Qi). 

3. Etirements elementaires cylindriques et longueur de la 
lamination horocyclique 

Le but de cette partie est d'etablir les resultats presentes plus haut dans le cas 
particulier ou les supports des lignes d'etirements sont des laminations geodesiqucs 
elementaires. Une lamination geodesique est elementaire si elle est complete, 
recurrente par chaines et si sa souche est une multicourbe. De maniere equivalcnte, 
une lamination elementaire est une lamination geodesique complete composee d'un 
nombre fini de fcuillcs fermees et d'un nombrc fini dc fcuillcs infinics, isolees, spi- 
ralant autour de chaque feuille fermee de telle maniere que, pour un observateur 
situe sur la feuille fermee a et regardant les spirales, celles-ci tournent dans la meme 
direction pour les deux cotes de a. 

Soit n une lamination geodesique complete elementaire de souche 7. Supposons 
que la structure hyperbolique h S T(S) soit choisie de telle sorte que la lamination 
horocyclique \^{h) - que nous noterons desormais A pour faire court - soit une 
multicourbe, ou, pour reprendre le langage de l'introduction, de telle sorte que la 
ligne d'etirement de support /i et dc direction la classe de A soit cylindrique. 

Chaque composante Xj, j G {1, • • • ,M}, dc A definit un cylindrc Cj qui est la 
cloture de la reunion des feuillcs du feuilletage horocyclique F^{h) qui sont isotopes 
a Xj . La geodesique fermee simple Xj est appelee le coeur du cylindre Cj . Chacun 
des deux bords du cylindre est une feuille fermee singuliere, ce qui signifie qu'elle 
contient un nombre fini de cotes de regions non-fcuilletees du feuilletage horocy- 
clique. Nous dirons que ces regions non-feuilletees sont adjacentes au cylindre. 
Par definition de la mesure transverse de F^ (h) , les feuilles de ll n Cj ont toutes 
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meme longueur, wj. Le nombre Wj, qu'on appcllcra la largeur du cylindre Cj, est 
aussi le poids de la composante Xj vue comme lamination geodesique mesuree. 

Nous allons donner un equivalent asymptotique de la longueur de la geodesique 
Xj lorsqu'on etire le long de /j, indefiniment. 

Proposition 3.1. Soit t i— * ht une ligne d'etirement elementaire cylindrique de 
support /i, passant par h = ho- La lamination horocyclique X^h) est la multicourbe 
A = Ai U • • • U Am avec les ponderations w\, . . . , wm- Lorsque t tend vers +00, la 
longueur ih t (Xj) de la courbe simple fcrmee Xj est equivalente a la quantite 



ou Kj S N est le nombre de regions non-feuilletees adjacentes a un bord du cylindre 
de cceur Xj multiplie par le nombre de regions non-feuilletees adjacentes a l'autre 
bord. 

3.1. Calculs dans un cylindre. Soit C un cylindre parmi les cylindres C\ , ■ ■ ■ , Cm 
Notons w sa largeur. La multicourbe 7 traverse le cylindre C en un nombre fini de 
segments. Au voisinage de chacun de ces segments, les feuilles isolees de fi spiralent 
dans un sens qui est le meme de chaque cote du segment. 

Une bande de C designera une partie obtenue en coupant le cylindre C le long 
de deux feuilles de fidC, de telle sorte que toutes les feuilles isolees de fi a l'interieur 
de cette bande ont le meme sommet ideal. 

Ainsi, une bande est isometrique a un rectangle du demi-plan hyperbolique, dont 
les bords horizontaux sont des horocycles centres en l'infini et les bords verticaux des 
geodesiques asymptotes a l'infini. Dans cette description, les feuilles de \i traversant 
C correspondent a des geodesiques verticales asymptotes a rinfini. La restriction 
du feuilletage horocyclique correspond quant a lui au feuilletage du rectangle par 
des segments euclidiens horizontaux, c'est-a-dire par des arcs d'horocycles centres 
a l'infini. Les longueurs de ces arcs d'horocycles sont strictement decroissantes a 
mesure que Ton se rapproche lineairement du sommet ideal. L'epaisseur d'une 
bande est la longueur du plus grand arc d'horocycle. 

Une bande est dite minimale s'il n'existe pas de bande strictement contenue en 
elle. Une bande minimale est done la partie d'un triangle ideal de /1 comprise cntrc 
deux feuilles du feuilletage horocyclique. 

Une bande est dite maximale s'il n'existe pas de bande la contenant strictement. 
II existe une unique decomposition du cylindre C en bandes maximales d'interieurs 
disjoints. On l'appelle la decomposition de C en bandes. Les arcs d'horocycles 
de deux bandes adjacentes ont des convexites de signes opposes (voir la figured]). 
Notez que la decomposition en bandes contient un nombre pair de bandes. 

Notons Bx, ■ ■ ■ , B 2 n la decomposition de C en bandes, avec Bj adjacente a Bj + \. 
Notons ax," - , a 2 N les epaisseurs respectives de ces bandes. Orientons les feuilles 
de n n C de telle sorte que les arcs d'horocycles representant les epaisseurs d'indices 
impairs se trouvent dans le bord gauche de C et les arcs d'horocycles representant 
les epaisseurs d'indices pairs se trouvent dans le bord droit de C. Posons 



On parametre l'ensemble des feuilles du feuilletage horocyclique de C par la dis- 
tance, par rapport au bord droit de C, a laquelle elles intersectent n'importe quelle 
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fcuillc dc /inC. On note h*(d) la longueur dc la fcuillc fcrmcc du feuillctagc 
horocyclique situee a la distance d € [0,w]. La longueur h*(d) est la somme des 
longueurs des arcs d'horocycles contenus dans les bandes. L'ordre de ces horocy- 
cles est sans incidence sur cette longueur et Ton peut done supposer que h*(d) est 
la longueur d'une concatenation de deux arcs d'horocycles de convexites inversees 
contenus dans deux bandes d'epaisseurs a p = 53fc=i a 2fc et a« = SfcLi a 2fc-i- O n a 



On recherche le minimum h* de cette function lorsque d varie dans [0, w]. En 
regardant oii la derivee s'annule, on obtient que le minimum est unique, atteint 



Notons h la longueur de l'arc geodesique joignant le segment de ji n C separant 
B\ et B2N a lui-meme perpendiculairement. On appelle cette longueur une hau- 
teur du cylindre C. 

On se refere a la figure El Coupons le cylindre C le long de la feuille separant 
B\ et B2N- On place le cylindre coupe dans le demi-plan superieur hyperbolique 
comme indique, de telle sorte qu'un des cotes geodesique soit contenu dans la verti- 
cale issue de O a partir du point d'ordonnee 1. Le nombre h est la longueur de Tare 
de cercle joignant perpendiculairement la verticale issue de O et le demi-cercle pas- 
sant par les points situes sur l'axe des abscisses aux valeurs X2N-1 et X2N- Le bord 
gauche de C, situe en bas, est la concatenation des arcs d'horocycles de longueurs 
ai, a,2e~ w , CI3, a4e~ w , • • • , a^iv-i, a2jve _tu - Le bord droit de C, situe en haut, est la 
concatenation des arcs d'horocycles de longueurs a\e~ w , 02, a^e~ w , 0,4 • ■ • , a,2N -\e~ w ', ci2N- 
La bande Bj, j > f, est bordee par les geodesiques joignant l'abscisses Xj-i aux 



h* (d) = a p e d + e 



w+d 




h* = 2^/a p ai e 



-w/2 



(I 




b 



FIGURE 1. Ce dessin represente deux bandes adjacentes de la 
decomposition en bandes d'un cylindre. La frontiere commune dans 
ce dessin est une composante de 7 (~1 C et est representee horizontale- 
ment, en trait epais. Une feuille interieure du feuilletage horocyclique 
a ete dessinee, en trait fin ; elle est obtenue en concatenant deux arcs 
d'horocycles de convexites de signes opposes. Les epaisseurs des bandes 
sont notees a et b. 
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abscisses Xj- 2 et Xj (avec xo — oo et X-\ = 0). Remarquons tout d'abord que l'on 
a 



X2j = ai + 



1 



a 2 e~ w + 



1 



Cl3 + 



a 2 j-i 



a 2 j-e 



et 



a; 2 j-i = ai + 



a 3 



a 2 j- 2 e~ w + 



a 2 j-i 



ce que Ton note 

X2j = [ai,a 2 e~ w , • • • , a 2j e~ w ] et x 2j ^ = [ai,a 2 e~ w , • • • , a 2 j_i]. 

En effet, l'isometrie qui envoie la geodesique verticale issue de sur la geodesique 
joignant lcs abscisses Xj-i et Xj est donnee par la composition Pi o P 2 o ■ ■ ■ o Pj(0) 
des isometries de type parabolique 



P k 



z + ak si k est impair, 

si k est pair, oil = a^e" 



Notez que l'ordre de composition est inverse. Le point Xj est l'image de zero ou de 
l'infini par ce produit d'isometries, suivant la parite de j. Plus precisement, pour 

je {!,••• ,N}, 

x 2 j-i = P\ o P 2 o • • • P 2 j-i(0) et x 2 j = Pi o P 2 o • • • P 2 j(oo). 



Soit 9 Tangle a l'origine entre la verticale issue de l'origine et la courbe equidistantc 
tangente a la geodesique joignant les abscisses X2N-1 et X2N- Un peu de geometric 
hyperbolique permet d'etablir 

cosh(» = — l —. 

En effet, si Ton parametrise l'arc de cercle x 2 + y 2 — la l'aide de l'abscisse 

x, on obtient h = = ft* ^'£?' +1 dx = g* $ A" Donc 

tanh(/i) = sin(^). On en deduit la formule. 

Revenons maintenant a la figure de depart. On a 

, A s X 2 N — X2N-1 

COS{0) — . 

X2N + X 2N -l 

Finalement, on obtient 
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cosh(/i) = 1 + 

X 2JV-1 



3.2. Estimation asymptotique le long d'une ligne etirement. Dcformons 
maintenant la structure hypcrbolique h en l'etirant le long de fi. Nous allons donner 
une estimation asymptotique dc la longueur des composantes Xj. On reprend les 
notations du paragraphe precedent mais on ajoute le parametre t. Notons £(t) la 
longueur du coeur geodesique du cylindre C. On a l'encadremcnt 

h(t) < £(t) < h*(t). 

La longueur de tout arc d'horocycle contenu dans la pointe d'un triangle ideal 
est inferieure ou egale a un. Ellc vaut un si et seulement si l'arc d'horocycle est 
un cote d'une region non-feuilletee du fcuillctage horocyclique. Lorsqu'on effectue 
un etirement de temps t > 0, cette longueur est elevee a la puissance e*. Ainsi, la 
longueur d'un tel arc d'horocycle converge vers zero lorsque t tend vers l'infini si et 
seulement si elle est strictement plus petite que 1. Sinon, elle reste constante egale 
a 1. On en conclut que l'epaisseur d'une bande est une fonction de t decroissante et 
qu'elle a pour limite, lorsque t tend vers l'infini, le nombre de regions non-feuilletees 
adjacentes a la bande. 

Nous allons maintenant donner un equivalent de h(t) lorsque t tend vers l'infini. 
Notons d'abord que, par definition de la mesure transverse du fcuillctage horocy- 
clique, on a w(t) = e tr uj. 




FIGURE 2. Ce dessin represente le cylindre C (coupe le long d'une 
feuille de /i) et sa decomposition en bandes Bi , ■ ■ ■ , B^n , dans le demi- 
plan superieur hyperbolique. Nous avons indique les epaisseurs des ban- 
des ainsi que les abscisses xi, X2, ■ ■ ■ 
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Lemme 3.2. On a, lorsque t tend vers Vinfini, les equivalences suivantes 

X2N-i(t) ~ a,i et x 2 N(t) ~ — e e w . 

a p 

Demonstration. Notez que l'on a 

x 2j (t) ~ [ ai (t),a 2 (t)e- w W,--- ,(a 2j - 2 (t)+a 2j (t))e- w W] 

et 

x 2j -i(t)~[ai(t),a 2 (t)e- w M,--- , ojy_ 3 (t) + ojy_i(*)]. 
On en deduit, par une recurrence evidente, 

s«(t) ~ [oi(t), (a 2 (t) + ■■■ + a 2j -_ 2 (i) + a 2j W)e^ ( * } )] 

et 

x 2j -i(£) ~ + a 3 (t) + a 2j -3{t) + a 2i _i(i). 
Par consequent, on a 



%2j{i) ~ (a 2 (t) H ha 2j _ 2 W + a 2j (t) 



et 



£2j-i(*) ~ ai(t) + a 3 (t) + <z 2 j_ 3 (i) + a 2j -_i(t). 
Notez que les sommes ci-dessus sont, pour j — N, non nulles et convergent vers 
les nombres entiers que Ton a notes a p et ai plus haut. La demonstration est 
achevee. □ 

Du lemme precedent et de la formule exprimant cosh(/i), il vient 
De plus, on a facilement 



h(t) ~ 2 y /a^a- l e- etw / 2 . 



h*(t) ~ 2 y /a^a-e- etw / 2 . 



L'encadrement h(t) < l(t) < h*(t) permet de conclure 



l(t) ~ 2^b-e- etw l 2 . 



La proposition 13. II est demontree. 

4. Divergence des lignes d'etirement elementaires cylindriques 

Soient t i— ► g t ct t t— > h t deux lignes elementaires de supports respectifs \x et 
v. Supposons que leurs feuilletages horocycliques F^(g) et F v {h) correspondent a 
la meme multicourbe A = Ai U • • • U Am avec des ponderations respectives Wj{g), 

wj(h), j e{i,--- ,M}. 

Posons 5j{g,h) = (wj(h) — wj(g))/2. D'apres ce qui precede, on peut ecrire 



4 t (Ai) 



Ke 



ou K est une constante strictement positive qui ne depend que des laminations /i 
et v. 

Par consequent, comme le rapport ^ fet |^ 3 j minore l'exponentielle de la distance 
drigt.ht), on a 



6j(g, h) < => lim^oo d T (g t , h) = oo. 



9 



En particulicr, on obtient le resultat suivant 

Proposition 4.1. La distance de Thurston n'est pas symetrique le long d'une 
ligne d'etirement elementaire cylindrique. Plus precisement, si 1 1— > h t est un ligne 
d'etirement elementaire cylindrique, on a, pour tout c > 0, 

Vt, dr(ht, h t+c ) = c et lim dr{h t +c, h t ) = oo. 

t — »oo 

Demonstration. L'egalite dT(ht,h t + c ) = c vient du fait que la ligne d'etirement 
est une gcodesique. Pour ctablir la limitc, notez que, pour tout j G {1, • • • , M}, 
Sj(h c ,h ) = (wj(h)-Wj(h c ))/2 = Wj(h)(l-e c )/2 < 0. Done lim^oo dr{ht+ c , h) = 
oo. □ 



Nous pouvons maintenant demontrer le resultat qui suit. 

Proposition 4.2. Deux lignes d'etirement elementaires dont les directions sont 
des classes projectives distinctes de la meme multicourbe divergent. 

Demonstration. Considerons deux lignes d'etirement comme dans l'enonce de la 
proposition. Notons [i et v leurs supports. Fixons un point base g sur la ligne 
d'etirement de support fi et un point base h sur la ligne d'etirement de support v. 
Par hypothese, les directions des deux lignes sont des classes projectives associees a 
la meme multicourbe A = Ai U ■ ■ ■ U Am- Notons (wi, • • • , %) et (w[, • • • , w' M ) les 
ponderations sur les composantes de A qui coincident avec les largeurs des cylindrcs 
des feuilletages horocycliques F g (fj.) et Fhiy) respectivement. Par hypothese, les 
vecteurs (wi, • • • , %) et (w[ 1 • • • , w' M ) ne sont pas colineaires. 

Fixons la parametrisation t i— > g t pour la ligne d'etirement passant par g et de 
support /i de telle sorte que go = g. Pour montrer que les lignes divergent, il suffit 
de trouver une parametrisation t i— > ht de la ligne passant par h et de support v 
telle que les distances dr(gt,h t ) et dr(ht,gt) tendent vers l'infini lorsque t tend 
vers +oo. Cela revient a choisir le point base ho de la parametrisation. 

D'apres ce qui precede, il suffit de montrer qu'il existe un point base ho et 
deux indices jo,ji <= {!,••• ,M} tels que Sj (g,h ) = (wj (h ) — Wj )/2 < et 
5j 1 (ho,g) — {wj x — Wj 1 (ho))/2 < 0. Pour tout j G {1,- • • ,M}, il existe un unique 
u € WL tel que Wj(ho) — e u Wj. Ainsi, nous sommes ramenes a prouver l'existence 
d'un nombre reel u et de deux indices j , ji € {1, • • • , M} tels que e u w'j < Wj et 
e u w'^ > Wj 1 . 

On pcut sans perte de generalite supposer que M — 2 et que, quitte a modifier 
les points base g et h, on ait w\ = w[ = 1. Posons w 2 = w et w' 2 — w' . La 
non colinearite des vecteurs (l,w) et (l,w') signifie que le rapport w'/w n'est pas 
egal a un. Quitte a echanger les roles des lignes d'etirement, on peut supposer que 
w'/w > 1. On cherche done un nombre reel u tel que 

log(e u /l) log(e u w//u;) < 0, 

e'est-a-dire tel que 

u(u + log(w'/w)) < 0. 



II est facile de voir que n'importe quel nombre u dans l'intervalle ]0, log(w'/w)[ 
convient. La demonstration est achevee. □ 
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5. Divergence des lignes cylindriques 

Nous passons maintenant au cas general, ou \i n'est plus necessairement elementaire. 

Theoreme 5.1. Soit fj, une lamination geodesique complete recurrente par chaines. 
Considerons une ligne d'etirement cylindrique, 1 1— > h±, de support \x et de direction 
la classe projective d'une multicourbe X equipee d'une ponderation fixee. Si Xj 
designe une composante de X et Wj le poids associe, on a V estimation suivante, 
quand t tend vers Vinfini, 

MA,)^^-^/ 2 , 
oil Kj G N est le nombre de regions non-feuilletees du feuilletage horocyclique 
adjacentes a un bord du cylindre de cceur Xj multiplie par le nombre de regions 
non-feuilletees adjacentes a V autre bord. 

Avant de commencer la demonstration, faisons quelques remarques. Soit C un 
cylindre du feuilletage horocyclique, de largeur w(t) = e t w. Le cylindre C est 
traverse en general par un nombre indenombrable de feuilles de fi et il n'y a pas de 
notion canonique de decomposition en bandes dans ce cas. Nous allons utiliser une 
approximation finie de /i et sa decomposition en bandes. 

Avant cela, montrons qu'il existe une unique feuille du feuilletage horocyclique 
de C dont la longueur est minimale. Tout d'abord, la longueur d'une feuille a du 
feuilletage horocyclique est la somme des longueurs des arcs d'horocycles de a\/i, 
car la lamination [i est de mesure de Lebesgue nulle. Ensuite, le nombre de ces 
arcs d'horocycles est denombrable et la longueur de a ne depend pas de l'ordre 
dans lequel ces arcs apparaissent. Ainsi, quitte a reorganiser les arcs d'horocycles, 
on peut supposer que le cylindre est compose de deux bandes et que la feuille a 
est composee de deux arcs d'horocycles dont les convexites sont de signes opposes. 
Nous avons vu precedemment qu'il y a dans ce cas un unique minimum h* (t) valant 

h*{t)=2^a p {t) o,(t)e-»( f )/ 2 , 
ou a p (t) et ai(t) designent les epaisseurs des deux bandes. 

On appelle trongon une bande minimale d'epaisseur 1, c'est-a-dire une bande 
minimale dont le bord contient le cote d'une region non-feuilletee. 

Considerons l'approximation suivante du cylindre C . Pour tout t, soit C le 
cylindre obtenu en ne gardant du cylindre C que les trongons et en recollant les 
bords geodesiques de ces trongons par des isometries. Notez que la largeur de C 
est egalement w(t) = e t w. Notons h'(t) la hauteur du cylindre C et h(t) la hauteur 
du cylindre C. 

Demonstration du theoreme \5.1l La demonstration repose sur l'inegalite suivante : 

Vi, h'(t) < h{t). 

Cette inegalite a ete etablie dans j5], p. 398, Lemma 2.8. Sa preuve consiste 
a remarquer que si Ton insere un trongon a C pour obtenir un cylindre C" , la 
nouvelle hauteur h"(t) est strictement plus grande que celle de C". Un petit dessin 
dans le demi-plan superieur comme celui de [5] permet de s'en convaincre. 

On a les encadrements 

h'(t) < h(t) < £(t) < h*(t), 
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ou £(t) designe la longueur du coeur du cylindre C pour la metrique ht- 

On a vu precedemment que les termes h'(t) et h*(t) sont tous deux equivalents, 
lorsque t tend vers l'infini, a 

oii K G N est le nombre de regions non-feuilletees adjacentes a un cote de C 
multiplies par le nombre de regions non-feuilletees adjacentes a l'autre cote de C. 
La demonstration est terminee. □ 

On en deduit immediatement, par les memes demonstrations, les versions generales 
des theoremes etablis dans le cadre des lignes d'etirement elementaires. 

Theoreme 5.2. Deux lignes d'etirement cylindriques dont les directions correspon- 
dent a des classes projectives distinctes de la meme multicourbe divergent. 

Theoreme 5.3. Soit 1 1— > ht une ligne d'etirement cylindrique. Pour tout nombre 
c > 0, on a 

Vt, d r {h u h t+c ) = c et lim d r (h t+c , h t ) = oo. 

t — >oc 

Remarque 5.4. Considerons plusieurs composantes Xj, j G J C {1, • ■ • , M} de 
A. Posons uimin ■= wij£j{wj} et J min := {j £ J : w 3 = w m in}- On obtient 
l'estimation suivante, quand t tend vers l'infini, 

4 t (U ieJ A,)~2( J2 v^)e- e * Wmin/2 - 

jeJmin 

6. Le probleme des lignes paralleles et divergentes 

Nous venons de demontrer que deux lignes cylindriques de directions differentes 
mais topologiquement egales divergent. En fait, on a le resultat general suivant. 

Proposition 6.1. Deux lignes d'etirement cylindriques sont paralleles seulement 
si elles ont la meme direction. 

Demonstration. Montrons la contraposee, c'est-a-dire que deux lignes d'etirement 
cylindriques dont les directions sont differentes ne sont pas paralleles. Notons A et 
A' les directions de deux lignes d'etirement cylindriques avec A =^ A'. Les objets A et 
A' sont done les classes projectives de multicourbes ponderees. Supposons d'abord 
que les directions A et A' sont topologiquement distinctes. Le theoreme principal de 
[1] affirme qu'on a, le long d'une ligne d'etirement t <— > h t de souche 7 et de direction 
A, les comportements asymptotiques suivants. Soit a une lamination geodesique 
mesuree. La longueur £h t (a) de a 

• converge vers si a C 7, 

• converge vers l'infini, si i(a,j) ^ 0, 

• est bornee dans K!j_, si a n 7 = 0. 

Par consequent, si t 1— ► gt et t 1— > ht sont les lignes d'etirement de directions A et 
A', les rapports 

4 t (A) l gt (A') 
4(A) 4, (A') 

convergent vers l'infini, ce qui montrent que les lignes divergent. Cette conclusion 
ne depend pas de la parametrisation positive par la longueur d'arc choisie. Les 
lignes ne sont done pas paralleles. 
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Supposons done que les directions A et A' soient topologiquement identiques. Le 
theoreme 15.21 permet de conclure que les lignes divergent alors. La demonstration 
est achevee. □ 

Nous allons maintenant etablir la reciproque. 

Theoreme 6.2. Deux lignes d'etirement cylindriques sont paralleles si et seulement 
si elles ont la meme direction. 

Demonstration. II reste a montrer que deux lignes d'etirement cylindriques de meme 
directions sont paralleles. Considerons une geodesique simple fermee a et une ligne 
d'etirement t i— ► h t de direction A. Notons C\, ■ ■ ■ , Cm les cylindres associes aux 
composantes Ai,--- , Aa/ de A. Fixons egalement dans chaquc cylindre un arcs 
geodesique pj de longueur Wj(t), j — 1, • • • , M. La courbe a traverse les cylindres 
et effectue un certains nombres de tours autour des composantes de A. Nous avons 
done l'encadrement suivant 



M M 

E 

3=1 3=1 



\a n \j\wjit) < £ ht (a) < (|«n Aj-jtUjC*) + \a n Pj\h t (^)) ■ 



Cet encadrement montre que si i{a, A) ^ 0, la longueur ih t (ct) est de l'ordre de e 4 . 
On en deduit que, sitt-^g t est une ligne d'etirement de direction A, les rapports 

TTXSy et ih (a) ' avec ^) ^ ^' sont bornes. Dans le cas ou an A = 0, le theoreme 
de Particle [4] deja cite dans la demonstration precedente implique egalement que 
les rapports ^ ^] et ("j sont bornes. Finalement, on a montre plus haut dans 
le theoreme 15 . 1 1 que si a C A, les rapports sont eux aussi bornes. 

Nous venons done d'etablir que pour toute multicourbe a, il existe un nombre 
M(a) > tel que, pour tout t > 0, 

1 if,, (a) , r . , 
< ( < M(a). 



M(a) " £ 9t (a) 

On conclut la demonstration avec la proposition qui suit, en se souvenant qu'une 
ligne d'etirement converge vers sa direction [3]. □ 

Proposition 6.3. Soient (g n ) et (h n ) deux suites de l'espace de Teichmiiller con- 
vergeant vers le meme point de la compactification T(E) U VC(T,) de l'espace de 
Teichmiiller et telles que, pour toute courbe simple fermee a, il existe un nombre 
M(a) > tel que, pour tout n G N, 

1 4 (a) „,, , 

< ; < M(a). 



M(a) " 4» 
Alors les suites {dr{gmh n )) et (dr(h n , g n )) sont bornees. 

Demonstration. On raisonne par l'absurde. Supposons que l'une des suites, disons 
(dr(5n, /in))? ne s0 ^ P as bornee. Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer 
que (dr(<?n, h„)) converge vers l'infini. Ccla implique que pour tout n, il existe une 
geodesique simple fermee a n telle que 

Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite des classes projectives 
([oj„]) converge dans VL(T) vers la classe projective [a^j. De plus, comme les suites 
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(<?„) et (h n ) convergent, par hypothese, vers la meme limite dans VC(Y1), il existe 
deux suites (x n ) et (y n ) de reels positifs telles que 

VfieMCp), lim V -^hM I. 

rwoo X n lg n {P) 

Par hypothese, on a, pour a donne, 

— ; 77 s — — « — r^r — — Mia). 

x n M(a) x n tg n {a) x n 

On en deduit que la suite (^P-) est borncc dans R+. Quitte a extraire une sous 
suite, on peut supposer que cette suite converge vers un nombre c S R+. 

Par continuite de la fonctionnelle d'intcrsection sur l'espace des courants geodesiques 
P], on a 

Vn^/i (cO . ^fi (a n ) 1 

lim - ") = 1, soit lim ( = -. 

n->oo X n lg n (a n ) n-»ao (a n ) C 

Nous obtenons une contradiction, ce qui montre que les suites {dq-(g n ,h n )) et 
(di-(h n , g n )) sont bornees. □ 
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